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!�	����"�������	���	�� ��	������������ l ���"�����	�����������	���"���	�����	��������	� ��.�����6�
!�	����"����	����%������������#�������������"	 ����'�����	��"������#��	������������������!�� ���!�
	��������	���������������!�����������"�!������ �	����������0����!�	����"��������	���	����
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����66�������������!�	����"����	� �������������� ���!�� ���������		�#�������"�!����� ������������ ���!��
��!�����#�����������������������	��� �������� ���������	����!�����������			�������������.����� ���
����	���!�������%�	��� �����6���!����5�	������� �����������9 �����0�����	:��#��������'��"	���
�!���#�!�!�	����"����	��#���!�����!!�� �������� ����������	������������� ��!�#���������	���# ���7�!�
���8�!����"�!�����	�!��������2���%������5�!�7� F�E8� �����0!������ ��&�������!�	����"�����
7�����	!���'��"	������,���	�����FDF8�����!!�� ��� ����������������'�!	�#�%�����������#���������� �����
!�	����"������#�������&�����!�����	�����!�		��"� 7�FFD8�!'���!�	.�!�'�	�����#��� �����0!�
	�"!��&��!�	����"�������������	�	������������'�! !�����������	���������#�#���������!����7� ��� � �!�����
��"��	��#����.�&���!!�	���.	8��������'��"	����' �������!�	����"����	�����!�		��"<	�!�	����"������ 	���	�#�
�� �����0�������#�����'��"	��� �����0!�	�"!� �&��!�	����"�����75�1����!���!�@�����F((8�������� ��
����66�!�	����"����	��"���	�!�������������"��� ����"����������!�0�	�����"�!�!	��,���	�������0� ���!�
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5 � ��	���"��#����!�	����"�����

� � �S����� D�S������!�� ��M��#�����&�U*��
��� �	�SM�EV��� � ���!�� D��!�����
	"��������

5 � ��	�����%�"���#��� �	������!�"��#����!�	����"����	 ��
����� �� �	����������!��!�����#�������5 � ��	�
"����!�����!�	���������6��2� "�	�����!�D��5 � �����	����
���'�����������	 ����#����7�����(8����7���D��8 ��

� � �S����� D�R����� D���� � �SM�&�D����!����M��
#��������� &�U*����� �	�SM�EV��

5 � ��	�"����!�����!�	��������� �6��2� "�	�����!�D��5 � �
����	�������'�����������	 ����#����7���D��8��� �7���
�)��8����

� � �S����&���)�R�� * ���� � �R����)����!�� ��M��
#���������SM�D�

5 � ��	�"����!�����!��� ��&	.�!��#�� *�S����"����!�����!�
�#�&	.�!��#�� *�R����6��2� "��D��5 � �����	�������9*&����
����� :�����	 ����#����7���D��8����7D��F��(�E(8 ��

� (�M���#��������X� &
YD' � ' �77�Z[Z8�8\S]Z^_ / J`�

5 � ��	���"�!!�

� (�a ���#������� X� &
YD' � ' �77�Z[Z8�8\S]Z^_ / J`�

5 � ��	�"���"�!!�

�
#�+������	
��	"����

�

�"	����!�����������������#��������	��#�����&� �������� �!�	����"����� � � ��
� m<.��� . �� �������

� m.��� . �� ��������������

� s �� 	���!��!�!'�������M� m���
����

� b�� 	/"����#�	���!��!�0!�	.��		�M�7 m*�� � s �
*8��������7����0�������%�	��#�2� "�	����D�����)8�

b�� 	���!��!�0!�."���	�	�M� mD��� s �
D������������������������������7'��������%�	��#�2� "�	����D�����)8�

�
������������� ��	���>+1�������	�	������������ ���!�+�����7����8����<	�. �� ��������	� �'��	���������
������ �����#����. �� �������#����/"������#"�������
�

m<.�� �M�b #� � ��A 2' 3�$ c	

�d, �!��
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ef

�
�

eg

	�
��������������������������������������������������������������������������������� ���������7���8����
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� � � � ������������������������������������������������������������������������������7."���	�	8 
� � � ��
4	�.���!��������	������"�����#���������������	 ������		���"�����������������������������"	���� �����
. �� ���������������#�����&��������� ���� ������	 !&#����. �� ���!��������������#����� �<	���2���

%���������F �� ���������������#����E&��������� � mF�E���	������	!�#����%��		������������	�	�	��#���
F�� ���!�������������������� �<	�������F)����	������D �� ���������������#������&��������� � mD��� ���	�
D)D����	�����	�������������	�����'�������#�� ������"�����"�����/"	����2�������	"����������

�����	� m.�� �����������������	��#� m.�B�����B�R�������������"���!�#���� m.��� 	���������	���� � � ( �
�����K���X % q��
�
H�'��������������	�������	!�#���������	���!�� ����	!&#�����"�"����	�������	��������"���!�����" 	��
����"�"����	��#����	"���#���!��!���7����'��� *) 8������ &!�	����"�!����!���'������	�������
%��		!�������	!�#�����	����	"���#�����"�"���� 	��#���	����!���'������	��
�
�

�
�

                                                
*) �4����!�� ����;����!���!�4���	�7���E8�
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�M����������� ��!"�	�������� �	����!�	����"���� ���!���"	�������	�� ��������7���D��8���2����M*��� ���� �
	����#�%��������%���!	�#���������������������	  �����	�	����������	�����	 �����������	����#"� ����� �
�#�	���	�	��������2� "��E ����
�
2����MD���������� �	����#�%��������#"�����%�� �!	��������"!������#������������9D&��������� :�
�'��� *( ������	�����������			�������������!�	����"����	� ����"!�� ���������"��#���������� "�����
�� �	�����%����������H"�������!�	�"!�����!�	��� �"����	������D��������! �	��#�#�!�����
������ ���D&
��������� ��'��������+��	���#�������##�	�"� ��"�!!�!�	����"����	��������������+��	��&E���� ���
6��������	������D&��������� ��##�	�"���"�!!�!� 	����"����	�#�����	� ��#���������������#����+��	� ��
	��&��"�!!�������!���	� ��#��������������7������ ����"����!��8��#����+��	�����"�!!�������������� ���
���D&��������� ��##�	�	"�	���������!!��������"� ��"�!!�#�%��������������!����������	�������� �
�� ���������!��� &�� �	�������	��������������"�� �������	��	����'���#���"���"�!!�,���	�������! �A�
!�	����"����	����
�
�������������������'���%����	.��		&."��� 	�	������������	������"���"�!!�����	��#���	�
���������666�#�����	��������	�����������D&� �������� ������������	�����"!�	�"!�����!�	���� "����	�
�����*����#���! �	��#�#�!������!������!�	�� ��"����	��"�	�!��#�����'�����
�
;��'��������E�����������	���������� �������� 	����"���&��!���	���	���!�E �� ������ ��&��!��

�����	���6���!!��������������� <	�7 b� ��b� 8���'�� �%���!	�#"�������2���%�������������&� ��	�����
����� �������	����������	���	�"!��&��!�	����" ����	������*������! �	��#�#�!��������������# �

����������	���!	����7 b� ��b� 8�M�7���*�8����������� ��������##���'������	 ������3�"����!�	����"�����
7	�"!�������������! ���#�#�!��8������������ ��	��#������������#�������

�
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38 ������������� ��	���������0!����!����������� ���������	����!��'!��������� �#�%����������� ��	����2� "��
D����'�����  0����= (� 	 ' 1 ' � � � ��'����	  feasible range and deriving the corresponding 7b� ��b� 8�#�	������� �#�������
�����	�%��		���	�����������*�D������	�����		�� �	������!�����������!�+����<	�7����8�����#���� �����	���#�
#�	���� 0����= (� 	 ' 1 ' � � � ��	����'%�  
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+� 1	����������'�"�/1	�����������	
�
�
6���������		�����.���	�#����������������	�!����� �	��������!�	����"������#�����	���	������	��&� �"�!!�
�����"�!!���2���%������"���������	���'��'�� �	 �0	���� ��	����!�!�	����	��� ������"��������'�� ������
��"�!��#�0�����!����!#�����"������"�!���-����� ����	��������'��'�#�������	��#������"����������
���������������"�!!������0�����!����W���2���	 "�����		������	�!	�����������'�#�%�����	���� ���	�&
��&"	�!�	����"����	��������"�!	������������	���# �!�����������
�

�����!'����	"���!�	����"����	���6�����	��#���� �������"	��������� �/"������#"�������7�8��	�� ���	�
!�	����"�������!���!�#�����"	�� ��������!��#����� 	#��������������	����������##���'�������� ��	�
����� �	����#�%��������#�����!���������!������� #�	��&��"�!!���!���"�!!�!�	����"����	���6����	��
��	�'	�������	!&#����	�����������#�7�8��	���� ��	�����	&�#&"	��		�����!������������/"����� &
��������0�������
�
����#����������"	��� ���!��� �������	#��������	� ��	����'����������!"��	��&��"�!!���!���"�!!�
����	��#��������� �#����������	����&.������� ��	#��������	���'����"	!���'��"	���#�����	���� ���
�"���	����,���	���7�FDF8���!���!�.���������!�,���	 ���7�F(�8��
�
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+���'�"�/1	�����������	
�2�	
������	
3����������	� �

�
�"���	������ r � ��� �4 � ] s� ��	������ &!�	����"�!������!�� ����7�8������ ] s��	���.������������"�!�#���%���
����� ��� �4 � ] s� �/"������7�8���!�	��'�� �#��� 4����!	������ ������ �/"������#"������������ 8����	��

��������������������� �
stu � � A2' 3' ] s� � ] s � Zv G� � � ����������������������� � � � � ����������������������������������� �� � �

���������������������������������������������������� ] s��������������������������������������������� � � �

�

� �

���� 2 � � 4	 ' 1 ' 4 5 � ' S / 8' HKLM��4( % ]s' 3� � � � 	 ' 1 ' � 5 � ' � � � ( � �����HKLM��� ( '
Kw��HK�w�����wMH��x

y��K�H�Fz�wz�Lw' { � �����4 	 � ] s�' 1 ' ����4 5 � ] s���z��K�L�|}��IHLw�'�� �. � ��	�7(8���! �
���������������M�P. �

�� . � Q&��. �
� �� ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������7��8������

�
1�##�������� �7��8�������	������� � ���!���'���� �����	"������!	������ ������ �+1 2��

S �
stu � � � � S � � � � �Z
v G� � � ���������������������������������������������������� � � ������������������ � �� � �

������������������ ���������������������������������������������������������������������������������� � ��

����� S � � � � ��	�7F8���!� � � � � � ��	�7�8������� ������ �#�	�����������!�������	� S �
stu � � � % � �#������� �� & � �' � � ����

��������/"������� Z
v G� � � ��	������	���	���'�����	����!�������	�/"�'������ ��7��8������������������	��#�
�� ������ ����	����	�������'�!!���������*��

�����*��6�������� �A� �5���� �3��	����	�
�

3��	����	� 6�����������	�
� �� ������������������"�!�
� � � 	�����

� ��#���������SM��� 	����
� � �S����� ��M��#���������SM�*� � �

stu ��	����� &�� �	����!�	����"��������	��.��������
�������	��	����2�	.�!�	����"�����

� D�S����� ��M��#���������&�U��*����� �	�S�
DV�

� �
stu ��	����� &"��#����!�	����"�����7������7%&�� �8��	�

"��#������!�	����"�!8 �
 
Similarly, for representations that have a known upper bound � "   and no lower bound, the transform r �  -
ln�~ • � 4�  yields a corresponding negative-log (nlog) quantile function and PDF 

���������������� �
�stu � �A 2' 3' ~• � � ~ • � Z 
v G� � � ������������������������������������������������������������� � � � ��

������������������������������������������������� ~• ����������������������������������������������������������������������������������� � �  
 

�����������������������������S�
�stu � � � � S � � � � �Zv G���                                                      � � � � �����    

������������������������������������������������ ��������������������������������������������������������������������������������������� � ��  
where 2 � � 4	 ' 1 ' 4 5 � ' HKLM��4( � ~ • ' �{ � ������~ • � 4 	 �' 1 ' �����~ • � 4 5 ��' 3� � � � 	 ' 1 ' � 5 � ' � �
� ( � �����HKLM��� ( '��and (12) determines KKKK. 
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�
A�.��������� ���� ������ �	����#�%��������%� ��!	����������"�����#����	����"	���;��'����� �
�!!�������#�������&��"�!���������� �������		����	����!���	���������������#������ �'��"��#�����2���
%����������&��������� ��	���������������7 b� ��b� 8��������!����*&��������� ��	�������	 ������� 6��

������	�������&������ ������ ��	�������������7 b� ��b� 8��������!����*&������ ������ ��	����������
$##���'�������	����	������#������� �'���"����� #����	��������� ������ ��	�����#�%����������� �
����� ��
�
4	�	��������2� "�����#�%���������#�����&������ ������ ��	�	������������#������ &�� �	���������$ /"�'��������
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39 Wang and Rennolls (2005) 
40 Tadikamalla and Johnson1(1982). Balakrishnan (1992). 
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K-S Distance
Source Distribution Approximation Method

Discrete* QPD

p: 30-40-30 Normal Simple Logistic Metalog

q: 10-50-90 Q-Normal M2 M3 M4 M5

Normal (m=50, s=15) 0.200 0.000 0.000 0.035 0.035 0.035 0.006 0.006
Logistic (m=40, s=4.6) 0.200 0.032 0.009 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Student t (df=6) 0.200 0.043 0.019 0.012 0.012 0.012 0.008 0.008
Extreme Value (m=100,s=20, e=-0.5) 0.200 0.064 0.020 0.093 0.093 0.070 0.017 0.009
Extreme Value (m=100,s=20, e=-0.2) 0.200 0.027 0.004 0.056 0.056 0.047 0.008 0.008
Extreme Value (m=100,s=20, e=-0.025) 0.200 0.102 0.039 0.111 0.111 0.036 0.028 0.006
Maximum 0.200 0.102 0.039 0.111 0.111 0.070 0.028 0.009
Average 0.200 0.045 0.015 0.051 0.051 0.033 0.011 0.006
Rank based on lowest Maximum 8 5 3 6 6 4 2 1
Rank based on lowest Average 8 5 3 6 6 4 2 1

* Approximation is bounded, whereas source distribution is unbounded.
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K-S Distance
Source Distribution Approximation Method

Discrete*** QPD
p: 30-40-30 Normal** Simple Logistic** Log Metalog

q: 10-50-90 Q-Normal** M2
log M3

log M4
log M5

log

Lognormal (m=0, s=0.5) 0.200 0.130 0.068 0.140 0.035 0.035 0.006 0.006
Lognormal (m=0, s=0.3) 0.200 0.078 0.026 0.092 0.035 0.035 0.006 0.006
Lognormal (m=0, s=0.15) 0.200 0.039 0.012 0.060 0.035 0.035 0.006 0.006
Weibull (l =3, k=3) 0.200 0.023 0.009 0.058 0.103 0.037 0.022 0.006
Weibull (l =7, k=7) 0.200 0.044 0.009 0.066 0.103 0.037 0.022 0.006
Gamma (k=4, q=2) 0.200 0.088 0.029 0.106 0.062 0.038 0.011 0.006
Gamma (k=2, q=2) 0.200 0.124 0.056 0.142 0.078 0.038 0.015 0.006
Inverse Gamma (a=3, b=1) 0.200 0.240 * 0.245 0.068 0.038 0.012 0.006
Inverse Gamma (a=5, b=0.5) 0.200 0.174 0.149 0.179 0.059 0.038 0.010 0.006
Exponential (l =0.5) 0.200 0.174 0.130 0.193 0.103 0.037 0.022 0.006
Chi-Squared (df=3) 0.200 0.143 0.077 0.161 0.087 0.038 0.017 0.006
Chi-Squared (df=6) 0.200 0.101 0.038 0.119 0.068 0.038 0.012 0.006
Inverse Chi-Squared (df=3) 0.200 0.388 * 0.394 0.087 0.038 0.017 0.006
Inverse Chi-Squared (df=6) 0.200 0.240 * 0.245 0.068 0.038 0.012 0.006
F (df1=1, df2=1) 0.200 0.621 * 0.623 0.020 0.020 0.001 0.001
F (df1=15, df2=30) 0.200 0.106 0.045 0.118 0.039 0.033 0.007 0.006
Maximum 0.200 0.621 0.149 0.623 0.103 0.038 0.022 0.006
Average 0.200 0.170 0.054 0.184 0.066 0.036 0.013 0.006
Rank based on lowest Maximum 6 7 5 8 4 3 2 1
Rank based on lowest Average 8 6 4 7 5 3 2 1

*    Approximation method does not yield a valid probability distribution.
**  Approximation is unbounded whereas source distribution is semi-bounded.
***Approximation is bounded whereas source distribution is semi-bounded. In addition, low bound 
    of approximation does not correspond to low bound of source distribution.
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K-S Distance
Source Distribution Approximation Method

Discrete*** QPD
p: 30-40-30 Normal** Simple Logistic** Logit Metalog

q: 10-50-90 Q-Normal** M2
logit M3

logit M4
logit M5

logit

Beta (a=3.5, b=3.5) 0.200 0.029 0.005 0.066 0.024 0.024 0.004 0.004
Beta (a=9, b=3.5) 0.200 0.054 0.012 0.084 0.044 0.031 0.008 0.005
Beta (a=0.8, b=0.9) 0.200 0.106 * 0.146 0.013 0.005 0.002 0.001
Beta (a=60, b=1.5) 0.200 0.138 0.069 0.157 0.085 0.037 0.017 0.006
Beta (a=1.2, b=1.2) 0.200 0.076 0.004 0.115 0.005 0.005 0.001 0.001
Beta (a=0.9, b=0.9) 0.200 0.095 * 0.135 0.003 0.003 0.000 0.000
Uniform (A=1, B=1) 0.200 0.088 0.000 0.127 0.000 0.000 0.000 0.000
Triangular (A=5,B=20, C=25) 0.200 0.077 0.016 0.112 0.033 0.019 0.009 0.003
Maximum 0.200 0.138 0.069 0.157 0.085 0.037 0.017 0.006
Average 0.200 0.083 0.018 0.118 0.026 0.016 0.005 0.002
Rank based on lowest Maximum 8 6 4 7 5 3 2 1
Rank based on lowest Average 8 6 4 7 5 3 2 1

*   Approximation method does not yield a valid probability distribution.
**  Approximation is unbounded whereas source distribution is bounded.
*** Bounds of approximation do not correspond to bounds of source distribution.
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K-S Distance

Unbounded Metalog

Source Distributions M5 M6 M7 M8 M9 M10

Normal (m=50, s=15) 0.006 0.002 0.001 0.001 0.001 0.000
Logistic (m=40, s=4.6) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Student t (df=6) 0.008 0.004 0.002 0.002 0.002 0.001
Extreme Value (m=100,s=20, e=-0.5) 0.009 0.002 0.001 0.001 0.001 0.000
Extreme Value (m=100,s=20, e=-0.2) 0.008 0.003 0.002 0.001 0.001 0.000
Extreme Value (m=100,s=20, e=-0.025) 0.006 0.005 0.005 0.001 0.000 0.000
Maximum 0.009 0.005 0.005 0.002 0.002 0.001
Average 0.006 0.003 0.002 0.001 0.001 0.000
Rank based on lowest Maximum 6 4 5 3 2 1
Rank based on lowest Average 6 5 4 3 2 1

Semi-Bounded Log Metalog

Source Distributions M5
log M6

log M7
log M8

log M9
log M10

log

Lognormal (m=0, s=0.5) 0.006 0.002 0.001 0.001 0.001 0.000
Lognormal (m=0, s=0.3) 0.006 0.002 0.001 0.001 0.001 0.000
Lognormal (m=0, s=0.15) 0.006 0.002 0.001 0.001 0.001 0.000
Weibull (l =3, k=3) 0.006 0.004 0.003 0.001 0.000 0.000
Weibull (l =7, k=7) 0.006 0.004 0.003 0.001 0.000 0.000
Gamma (k=4, q=2) 0.006 0.002 0.002 0.001 0.000 0.000
Gamma (k=2, q=2) 0.006 0.003 0.002 0.001 0.000 0.000

Inverse Gamma (a=3, b=1) 0.006 0.002 0.002 0.001 0.000 0.000
Inverse Gamma (a=5, b=0.5) 0.006 0.002 0.001 0.001 0.000 0.000
Exponential (l =0.5) 0.006 0.004 0.003 0.001 0.000 0.000
Chi-Squared (df=3) 0.006 0.003 0.003 0.001 0.000 0.000
Chi-Squared (df=6) 0.006 0.002 0.002 0.001 0.000 0.000
Inverse Chi-Squared (df=3) 0.006 0.003 0.003 0.001 0.000 0.000
Inverse Chi-Squared (df=6) 0.006 0.002 0.002 0.001 0.000 0.000
F (df1=1, df2=1) 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
F (df1=15, df2=30) 0.006 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
Maximum 0.006 0.004 0.003 0.001 0.001 0.000
Average 0.006 0.002 0.002 0.001 0.000 0.000
Rank based on lowest Maximum 6 5 4 3 2 1
Rank based on lowest Average 6 5 4 3 2 1
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K-S Distance

Bounded Logit Metalog

Source Distributions M5
logit M6

logit M7
logit M8

logit M9
logit M10

logit

Beta (a=3.5, b=3.5) 0.004 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000
Beta (a=9, b=3.5) 0.005 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
Beta (a=0.8, b=0.9) 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Beta (a=60, b=1.5) 0.006 0.003 0.003 0.001 0.000 0.000
Beta (a=1.2, b=1.2) 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Beta (a=0.9, b=0.9) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Uniform (A=1, B=1) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Triangular (A=5,B=20, C=25) 0.003 0.003 0.002 0.002 0.001 0.001
Maximum 0.006 0.003 0.003 0.002 0.001 0.001
Average 0.002 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000
Rank based on lowest Maximum 6 5 4 3 2 1

Rank based on lowest Average 6 5 4 3 2 1
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44 ;����!���!�4���	�7���E8�  

10% 50% 90%
Asset probability that realized value is less than …

1 18,150$             21,133$             22,625$         
2 10,465$             11,362$             12,408$         
3 15,781$             16,908$             18,260$         
4 4,234$               4,422$               4,610$           
5 2,629$               2,979$               3,295$           
6 13,945$             14,875$             16,176$         
. . . .
. . . .. . . .

259 3,500$               4,000$               4,500$           

Total 185,348$           



 

�
����	� �

�
� �

�������"������������������!�	����"������'�����'� �"��#��������#�������������"	!�����!�#�!�#��� ��#�
5����3�����	��"����������������������!���!"�!��� ����������'!���	����������������'���#���	��� '�
���������������		��		�	���2���������#�����		�	� ��������B"! !�����������������##������������ ��
���.����������"��(�W���2���������		�	��	����� ������	�������� �����������������'!�������� �������
��������.�������� �� ��������'��"��#�������� #�����#�������	��"���������������	����	"���#����
7������������&�������!&����&���.�8�	��"���!�'� �"	�#��������		��#����������������
�

�����#����� ����	��"������������������������� ��#���!���!�	����	��"�������&&�"	�� ���������
!�	����'��"	���������F�#��������		��������#� ����!�����������&"	!�!��	���&�����	�	����������� #�
�		� ��� ������������	��#�*�W��D�W���!�*�W��	��� �'���������������!�������!��� ��!�	����	����� �	�#���
�����		��7	����.���A�.����!�A����������8���! �	"���� �����	"��	�����		��		�	�#�������	��"��� ����
��������1��� ����	�#���������	��"������������	��	" ��!�������312�!��������!�91�	�������"�������1 ���:����
2� "��������� ����#"�������	� �����������	�!�	��� �"��������������"���!��������	���!�� ��� ����� � �
!�	����"����� � - ����������0!�������	�!������!������!�����	"�� 	�����	��	"��	��������!�91�	����
���"�������5���� :����2� "�	������!��*��
�
3��	�!��� �2� "���*���������#�����������!�	�� �&	��"�����������	���������������?�'�����" �� ���	�
	��"���������!���.����������������������"����
��� �����!��������#�����'��"��#����"��X�(E���������
	�!������.�	�	��������&0������������������ ������0!�����#�����'��"���"�!����		������
X�)����������!�!�����������#�����	!���������%� ������������������!��#����!�	����"�����	��"�! ���
����������������������#������������� ���!�	��" �!����� ����
�
������������������	���	��"�������"	�� ������ �7������"�"	8����	�������	��#����!������������ F��
-	�� �����+���				���	���������F������������� ����0!����*&��������� ������!�� ���#�������
�		���2� "���D�	���	�����	"����#����	�����"���� ���#������4		������������F���
����'���� �	"�� ��		�&
�'��!�	����"����	����������	��"���������������! �����������&E�&F��/"�����	�#�������!�	����"�����
����	���!!�%��������������&E�&F��'��"��				� ��	���������F����!��������	�!�	����"����	������ !�
�����'�������������� ��&�����#�&	.��		������� #"��������!���������������!������!��� ��'��"	�
�����!���	��������6��"���'��������#�����	� �		�&�'��������"�"	�!�	����"����	������������ �"����
���	���������#��		�&�'��"������������������ ����!�	����	������	��
�
����#"�������	�'!�����������#�����EF��				! ���&E�&F����� 	�'�����!�#�	�����������!�����	��� �
+����	����������G�"���� ����7	����������������! 8�����#�����	��"���������	!����������"�"	�7����� &
���	��!8��		�&�'��"���������	����!!���� 93�����"�"	����"�������1���:�	��������2� "�������� !�
�������	���!�� �93�����"�"	����"�������5���� :�� ��2� "�	������!��*�������������"�"	�	��"�������
	���!���!������	���!�������������!&��� ������� �����!��#����!�	����"�����'�	�����%��!!����� �
X���������������������!�	�	�������������
�
�
�



 

�
����		 �

�
� �

���������������� ���!�����%��!�� ����'�X������ ��������	����!�	�	���4#���#"������#��������� !�
�����	�	��������������"!!���������������"�"	�	� �"���������	����������"������!��"�������
���	���������#����"�����������������#�����'��" ���������!�	����	��"������������!�	����	��"� �������
������	��!���������������"���##��������	��#��� ��		�&�'��!�	����"����	����������	��"�������7��� '��"	�
�"�	�!�������&�� ����� �������	�!�!8��	����� ��	�����	"����	�� ���������	"���'���EF��		�	���! �
�	"��!��������#��������	���������	��	��������
�

2� "������3"�"����'�1�	����"�����2"������	��'��+ ���#�����J��"�
�

�
�

�
��	!��������������!����#�!��� ���!�����" ��	"�� ������	�	�����!��	���&��.�	����	����	"��������� !�#���
���	�����#������#��		�	���!�	"�	/"������������� "�������;�!��������!������������!�	����
���	�����������2� "�	������!��*��������"�!���' ��'���!���������#�����'��"�"�������������0!�
	'�������	��������	����"��X�(����������&&�B"	�� 	�� ������		������������������!�������
�
���!�������#		������!��	���������	�	���'�"	!�� ���� �!�	����"����	�������	������"	��!	��#�
"���������	��'��!�0�	��#������������	�����		��� ���#��!	������"!�� ���#&	����	��		��'��"�����	 �������
�		��'��"�����	�����&	�����		��'��"�����	���' ����������	�"!�	��#�#�	���� ����������'��	����� #���	��
��!�����!���� ��#�����#����	��#�	"������	����A�. ��������'��"�� ��������#������#����"��!����& 	����
�		�	����������'�%������	"������	���'� ��� ���������"!!������������ �������"�"	�"��������� 	��	�
������"�"	���!�!�	����"���������	��	�!�	����� ��!	������"����������������	�����	"��	������
!�	����0�� �����"���������	�#��������"�	������ ������ �	�	�������	������������	����!�����	� �	����
��!����'��������

�

�

���

���

��*

��D

��E

���

��)

��(

��F

�

�E����� ������� �)����� �(����� �F����� ������� ������� �� �����

 	���	��	�5�����26�78883

1�	�������"������1��� 1�	�������"������5���� �7�ME8
3�����"�"	����"�������1��� 3�����"�"	����"������5���� �7�ME8



 

�
����	
 �

�
� �

2� "���*���+�����������1�	����2"������	��'��+��� #�����J��"�
�

�
�

2� "���D���5���� �1�	����"�����#���4		����
�

�
�

�
4�#����������	��'������	��������������	
�'���" �

� �
H�'�����"��!����7 2' 3� �����������	�	�������	����������������"�"	���� ���������!�	����"������������
����� �	��"�!����	������!�������������	�	��"�! ����"	�#��������	������I��4	����������!�	����"� ����
	�������������	������"�������&��!��'������	��	 �"������������������#�B"! �����
������##��	' ����
 "�!���	���!�����	����������!����	�B"! �����
�

�����	�����������	�� ����� �"���"�!!��	��&��"� !!����!���"�!!�!�	����"����	��������!��������
��	�	��#�������#������+��	�����!�,���	���	�	��	 ��	����������* �! ���!�D �� �������������	��#����!����

���������

���������

���������

������*��

������D��

������E��

���������

�E����� ������� �)����� �(����� �F����� ������� ������� �� �����

 	���	��	�5�����26�78883

1�	�������"�������5���� �7�ME8 3�����"�"	����"�������5���� �7�ME8

�W
��W

��W

*�W

D�W

E�W
��W

)�W

(�W

F�W
���W

� E���� ������ �E���� ������ �E���� *�����

����9�!

1��� 5���� �7�M*8

�������

������E

�������

������E

�������

������E

�����*�

�����*E

� E���� ������ �E���� ������ �E���� *�����

���� �!

5���� �7�M*8



 

�
����	� �

�
� �

�����������	���!�� �!�	����"�����#����2� "������; ��'��� �'���������	&��	!�	�����������������
+��	�����!�,���	���	�	��	�����	������������	���� !�	�!'���� ����������##�	�����������#���"�!!�	 	��
6��������	����	�	��������2� "�	�D&)���������� �# �������##�	�����!���� ��#�#�%��������#�������� #���	�
"���"�!!��	��&��"�!!����!���"�!!�������	������� 	���	������ ��������������������	"  	��	�����  �
�������� ���� ������ ������� �������� ������!��  �������������!�	����"������#�����	���	����"�� ����
"���"�!!��	��&��"�!!�������"�!!��
�
;�����������	����"	�!��!	�	� ��#������������"�� �	���!�����%����2���%���������!��	���������	�	 �
�����������	�����������				!�!���������	�7�M*8� �����	����"�������"	��������	�7�M*8���6�����	�� �	��#���
����#�	����!������������� �312��������		�����" ����	�!����%�������	����"	����!����2� "���D��5 ���
 ���������������� �!�	����"����	��������		����� " �����!����%���������'���M����!����!�����	�
#�	�����	�������.	�	�	����	�����������M������ ���	��	"����	�!	��!��
�
6�������	��#���	����'�����"	��!	��#�!��������� 	�7� ���#�������������	��"�������!���8�����%���� #����	�
 �������������!	��!�����������������6��	"���� �		�����������	�����"	��48������'���#�����	� 7� ��
�M*&�8��#���	���������	���������	�!	��!������8 ������ ���"�����#����	�7� ���M)&�E8��#�����	� � � !�
���!�������!�	����"������	���������38����������� ��%���0	�	������	�		&�#&#������������	"����	�� &��
!�	������6�������	��#��8����38������"	����.��� ����������'�#�� DE����!����?��	��	��������������		���������
������������	��	/"��	������������������'������� �"�����#����	����
�
�����!�	"������	�!������	������'�#�"�!����9��� �� �����:��������"	#"���������4	�	��������2� "� 	��E�
��!������������� �����������	�!�	����#"������	� #�������� ��#���#����� �'��	���#�!�����������	 �72' 3�� ��
�
2� "���E�	���	�����������#��� &����� �!�	����#" ������	�#����M������M������������	���!����#�	����� �� ��
!�������2� "�������2� "������	���	����������	� ��������#����#��������!���� ��!�������2� "������ �6�������
2� "�	��E���!���������	�'�!������������ ������  ������	�� ������!	���	�#�������	�����#����!�� ����!�
'��"�����	������0	���	�	�����	��������		����� �.����	������	�#� "�	�����	���!�������!����� �� �
��#�	����#���������������#������
�
2���������	������	����'������������#���"����� ��������	���!	������!�����������#�9�	������<	�� ����6�
���:������!��	���&��.�����%������������	����� �	"���� �!�	����"������"��������������	��	���	 ����#	��

�
�
�

�
�

�
�

                                                
DE�4��� �����	��;��.��	�7���D8���!�1�������!������� 7�FF(8����'�!���	����'	�����'�#����� ���!��"� 	��#���"���
#���!���� ����������



 

�
����	� �

�
� �

2� "���E���5���� �+����#���2�	������� ��1����
�

�
�
��

2� "�������5���� �+����#���;�!���� ��1����

�
�
:���9	�����	��
�
���	�����������!"�	��������� �!�	����"����	���� 	�	����#�������"�"	�"��'������������������!�	���� "����	�
!	� �!�#���#�%���������	�������������!��	�	� !��#�"	��������������
������������ �	�	����## �	�
"���"�!!��	��&��"�!!����!���"�!!�!�	����"����	� ���������!�������'���	� ���	���!�������������
#�'��������������'��"	�	�	��	�������	��	"  	�	�	 '�������	�#���#"������	������

��

��

n=2 n=3 n=4 n=5 n=6

n=7 n=8 n=9 n=10 n=11

n=12 n=13 n=14 n=15 n=16

��

��

n=2 n=3 n=4 n=5 n=6

n=7 n=8 n=9 n=10 n=11

n=12 n=13 n=14 n=15 n=16



 

�
����	 �

�
� �

�
2��	�����������'�	����'����"	������'���	������ ������ �	�	�������	�����"!�#���%�����

���������0�� ����#"������ ��#������ &	�	���#� %�������������"!�� �#���#�'�����������	������� b� & b� �
�������!�#�����������������������#�#�����!��� �� &��!��������������	��6���!!������������ �����"	 #"�����
%��!����#�"������������	����%��		�����#����� ��	����	���!�#�	�����������!�����	��������!'��� !�
#���"������������	�������������
�
����!���	�	"  	�!�����������*���������9���:�! �	����"����	�������!'���!����������� ����
����!��� ���#��������*�������������	�!�	����"�� ��	�	"����	������������H"�������!�%�����������

�������	��	����������	������	���� ��&#�����!� ������	��������!���������!���������������!�� ��
	�	��	��#�/"�����&��������0!�!�	����"����	���� ����'���������!'���� 	������'������������ �� ��
�
����!���!���������!���������	����!�#������!�	 ����"�����	�	��	�����������	"���#������!�##����
�������������#������	��������!!�������#��������� 	���������������	��� �������"!�/"�����&�
��������0!�	�	��	������"��#�	�����������!����� 	��������!!��������#�%��������#��� �'���'�	��#� #�	���������
��������#�%��������������	�����#����&�����	�! �	����"����	���.����3�"���� �
�
2"�"���	������������"����	��������	���!�� ����� ��'��������� �	�	����	���	��!�������	���� ���	�
��!��#���"	������������?�#�������	��"����������� ����312�!�����	�.�������!���#�%�����	��������!� �	�&��&
"	�������"�"	�������������!�	����"������	��!!�� �����	��������!�����

�

��������� �

�
4���	��4��$�����*��9$�������5���!	�#���-��'������ 1�	����"����	����1��	����4����	�	:��3��
������	�� !��
���	����6�#������!�5�%��"��$�������5���!	����� �$� � ������!�6������������
��.	�����
4�������6�	���"���#�+��	��	��5�'�����@Z��**F?*D F��
 
Aldrich, J., 1997. RA Fisher and the making of maximum likelihood 1912-1922. Statistical Science, 12(3), 
pp.162-176.�
 
Balakrishnan, N., 1992. Handbook of the logistic distribution. Marcel Dekker. 
 
Bickel, J. E., Lake, L.W., and Lehman, J, 2011. “Discretization, Simulation, and Swanson’s (Inaccurate) 
Mean”, SPE Economics and Management, July 2011, pp. 128-140. 
 
Burr, I.W., 1942. Cumulative frequency functions. The Annals of mathematical statistics, 13(2), pp.215-232. 
 
Cheng, R., 2011, December. Using pearson type IV and other Cinderella distributions in simulation. 
In Proceedings of the Winter Simulation Conference (pp. 457-468). Winter Simulation Conference. 
 
De Moivre, A., 1756. The doctrine of chances: or, A method of calculating the probabilities of events in 
play (Vol. 1). Chelsea Publishing Company. 
 
Draper, Norman R.; Smith, Harry (1998). Applied regression analysis, 3rd Edition. New York: Wiley. ISBN 978-
0471170822. 
 



 

�
����	� �

�
� �

Edgeworth, F.Y., 1896. XI. The asymmetrical probability-curve. The London, Edinburgh, and Dublin 
Philosophical Magazine and Journal of Science,41(249), pp.90-99. 
 
Edgeworth, F.Y., 1907. On the representation of statistical frequency by a series. Journal of the Royal 
Statistical Society, 70(1), pp.102-106. 
 
Greenwood, J.A., Landwehr, J.M., Matalas, N.C. and Wallis, J.R., 1979. Probability weighted moments: 
definition and relation to parameters of several distributions expressable in inverse form. Water Resources 
Research, 15(5), pp.1049-1054. 
 
Hadlock and Bickel, 2016. Johnson Quantile-Parameterized Distributions, Decision Analysis, (tbd) … 
 
Hawkins, D.M., 2004. The problem of overfitting. Journal of chemical information and computer 
sciences, 44(1), pp.1-12. 
 
Hosking, J.R., 1998. L•Moments. John Wiley & Sons, Inc. 
 
Howard, R.A., 1968. The foundations of decision analysis. Systems Science and Cybernetics, IEEE 
Transactions on, 4(3), pp.211-219.�
 
Howard, R.A. and Abbas, A.E., 2015. Foundations of decision analysis. Prentice Hall.�
�
Johnson, N.L., 1949. Systems of frequency curves generated by methods of translation. Biometrika, 36(1/2), 
pp.149-176. 
 
Johnson, N.L., Kotz, S. and Balakrishnan, N., 1994. Continuous univariate distributions, vols. 1 and 2, John 
Wiley & Sons. New York. 
�
Karvanen, J., 2006. Estimation of quantile mixtures via L-moments and trimmed L-moments. Computational 
Statistics & Data Analysis, 51(2), pp.947-959. 
 
Keelin, T.W. and Powley, B.W., 2011. Quantile-parameterized distributions.Decision Analysis, 8(3), pp.206-
219. 
 
Keeney, R.L. and Raiffa, H., 1993. Decisions with multiple objectives: preferences and value trade-offs. 
Cambridge university press. 
 
McGrayne, S.B., 2011. The theory that would not die: how Bayes' rule cracked the enigma code, hunted 
down Russian submarines, & emerged triumphant from two centuries of controversy. Yale University Press. 
 
McDonald, J.B. and Newey, W.K., 1988. Partially adaptive estimation of regression models via the 
generalized t distribution. Econometric theory,4(03), pp.428-457. 
 
Mead, R., 1965. A generalised logit-normal distribution. Biometrics, 21(3), pp.721-732. 
 
Nagahara, Y., 1999. The PDF and CF of Pearson type IV distributions and the ML estimation of the 
parameters. Statistics & probability letters, 43(3), pp.251-264. 
 
Ord, J.K., 1972. Families of frequency distributions (Vol. 30). London: Griffin. 
 
Pearson, K., 1893. Contributions to the Mathematical Theory of Evolution.Proceedings of the Royal Society 
of London, 54(326-330), pp.329-333. 
 
Pearson, K., 1895. Contributions to the mathematical theory of evolution. II. Skew variation in homogeneous 
material. Philosophical Transactions of the Royal Society of London. A, 186, pp.343-414. 



 

�
����
� �

�
� �

 
Pearson, K., 1901. Mathematical contributions to the theory of evolution. X. Supplement to a memoir on 
skew variation. Philosophical Transactions of the Royal Society of London. Series A, Containing Papers of a 
Mathematical or Physical Character, 197, pp.443-459. 
 
Pearson, K., 1916. Mathematical contributions to the theory of evolution. XIX. Second supplement to a 
memoir on skew variation. Philosophical Transactions of the Royal Society of London. Series A, Containing 
Papers of a Mathematical or Physical Character, 216, pp.429-457. 
�
Raiffa, H., 1968. Decision analysis: introductory lectures on choices under uncertainty. 
 
Spetzler, C.S. and Stael von Holstein, C.A.S., 1975. Exceptional paper-probability encoding in decision 
analysis. Management science, 22(3), pp.340-358. 
 
Spetzler, C., Winter, H. and Meyer, J., 2016. Decision Quality: Value Creation from Better Business 
Decisions. John Wiley & Sons.�
�
Tadikamalla, P.R. and Johnson, N.L., 1982. Systems of frequency curves generated by transformations of 
logistic variables. Biometrika, 69(2), pp.461-465. 
 
Theodossiou, P., 1998. Financial data and the skewed generalized t distribution. Management 
Science, 44(12-part-1), pp.1650-1661. 
 
Wang, M. and Rennolls, K., 2005. Tree diameter distribution modelling: introducing the logit logistic 
distribution. Canadian Journal of Forest Research, 35(6), pp.1305-1313.�
�
�
;���<	��$� ����� ��!��	���������	�	��������"�"	������������� �/"�����&��������0!�!�	����"����	��
�� �	����!�	����"������������"�"	�"��'������!�	��� �"����	��+��	���!�	����"����	��,���	���!�	����"��� �	��
#�%����������������!�	����"����	��� ����� �!	 � ���#�������������!�	����"����	���
�
��=�	����
�"���� �
�

���� ���������������������"�������	�	������.�� ��! �����		������!�������!��'���	��#����	�
B�"�����#��������%������������	���!�	"  	���� 	C�5������5�	��.&G!	�#�����	����"�� ������!�
'���� ��#��������� �!�	����"����	�����������C�G �����4����!�#�������� � ��������#�	������� ��!�� ����!�
!'�����������9����� C:����!�+�����#�����	���� " ��#"�����"�� ������!�	"  	����	C�G���;����!�
#���	���"����� ��������	��������	��������	������ 	�	��!'�	���#��������	�� �C���!���������#���!	��� �
����� ���1��	���	�H��"��#����������"��� ��������� � ������!������&�!	&��	!��'���������'��!�� !	�
�����"������������!�����'������	����.��

��	�����������	��

���������79���5���� �1�	����"����	:8���	������� !�����������!��	���������	�	��������������
����'�����	�����!'�������#��!���4	�3���������#�5 ���������3��������AA3������	�	�'!��	� ������� �����
#����"������	"��		#"������	����#"�!	���;���! 	�	���� ���!��	���&��.�� �#�����/"�	�����	������ ����	��
!�	��	�����	����!�����#��������� ����?�"	�� �!�� 	���&������������!��� ���!����������	���&	��"����� ��
����������	��������	���	����#�"�!����!�5��� �� �+ �������#������G!	�+�����	�������� ����



 

�
����
� �

�
� �

���	"���� �#������������'�!	�	���� ����!�!��	��� ����������	�'��	��6����������������	�!'���!� �		��
'��"�����������#��������� �������!��"	��		&!'� �����&!��&���	�����!��� �	��������'�����!�
 �����	"��		�#���!�0�	��#��������������	��6�� ��������	������� ��0!�����!�#������������� �"�"	&
"�������������	�������	����!�!'���!���!��"�� �	�!����������������!�	����"����	������!�� ����
+�'��"	�����	���5��� �� �1��������#��������� �� �1��	����H��"������!�������������.�#�����!���&
�"����!����;��'��!��"	��		�G'����������9;���� ���������������5�.	������G	�"���4����������
1��	���	:�75��&4���<F(8�������" ����������.������ !���	������ "	���'��!��������#����&���� ����
	���!��!�������	"�	/"�������	��!���!���!������� 		���#&	����	���!"	�����$������������1��	����2 ��"	��
6��������!'���!�����'��-�!��3��������+������ ���!���������##���'����!!�		!�!���!�
"�������������������������	�	���������� ���!�� �	���!����!���!���������"������	���!�� "�������
�����		���	��'������%��!��!��������	���2����� �#������������#�1��	����+��#		�����	����!���#�" �!��
��!�!��������#����1��	����$!"�������2�"�!������� �����&#��&���#����� ���0��������������	���"������ ��
 ��!�!��	����	.���	�#�����#���������!	�����! � 	�#��������#��!�-��'�	������4����$�������	���!�5 ����!�
+�1����$� ����� &$����������	��	���$���������.[. ����!	�����  

�


